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Aos  meus  mestres  os  captíães-tenentes 


António  Azevedo  e  Vasconcellos  . 
António  Mio  de  Oliveira  Andréa 


Dignaevos  acceitar  este  peq2ieno  estudo  em  reconhecimento  do  quanto  vos  estimo 
e  vos  admiro 


A.  Fontoura  da  Costa 


2."  tenente 


Este  pequeno  trabalho,  que  apresentamos  aos  nossos  cama- 
radas, é  apenas  uma  tentativa  de  appUcação  da  theoria  a  um  dos 
wnis  hellos  ramos  da  arte  do  marinheiro :  as  piíllias  d'annel  feitas 
de  um  só  cordão. 

Cumpre-nos  agradecer  ao  commandante  Azevedo  a  boa  vontade 
com  que  nos  ensinou  a  urdição  da  maior  parte  das  pinhas  madres 
e  os  dois  processos  d'augmento:  pela  direita  e  pela  esquerda,  ele- 
mmtos  estes  que  foram  a  base  do  nosso  estudo;  ao  Guarda  Mari- 
nha Soveral  Martins  a  graciosa  amabilidade  com  que  se  prompti- 
fícou  a  desenhar  as  figuras  e  a  meu  primo  o  engenheiro  Álvaro  Si- 
mões o  cuidado  e  o  interesse  que  mostrou  na  revisão  das  provas. 

Bordo  da  Qiianza,  em  Tungiie, 
Julho  e  Agosto  de  1892. 


A.  Fontoura 

2.»  TEUENTB 


PINHAS    D'ANNEL 


©iriiíMii©©!© 


1 .  —  Pinha  —  É  uma  figura  formada  por  um  ou  mais  cordões  per- 
feitamente encadeados  em  forma  de  xadrez  e  apresentando  o  aspecto 
de  uma  pinha,  botão,  annel  ou  cylindro,  ananaz,  rosa,  etc. 

Vamos  estudar  as  pinhas  d'annel  ou  cylindricas  formadas  de  um 
só  cordão,  hnha  ou  fio. 

2.  —  Urdir.  — E  construir  uma  pinha. 

Ha  pinhas  que  se  urdem  immediatamente:  são  as  Tuadres,  outras 
urdem-se  de  pinhas  já  urdidas  e  dá-se-lhes  apenas  o  nome  de  pinhas. 

3.  —  Chicotes  —  São  os  extremos  do  cordão  e  são  :  um  fixo,  ou- 
tro movei,  o  primeiro  é  o  que  se  não  move  ao  urdir  a  pinha  F  fig.  (6) 
e  (7),  o  segundo  M  o  que  a  urde. 

4. — Cobrir  ou  encher. — É  seguir  com  o  chicote  movei  pa- 
rallelamente  ao  fixo  e  pela  sua  direita,  de  forma  a  parecer  que  a 
pinha  foi  urdida  por  dois  ou  mais  cordões  juntos. 

Uma  pinha  bem  coberta  deve  ficar  com  os  intervallos  entre  as 
voltas  do  cordão  totalmente  prehenchidas  pelas  novas  voltas,  devendo, 
caso  seja  necessário,  abrir  passagem  ao  chicote  movei  com  uma  espi- 
cha ou  passador. 

5.  —  FiLAÇAS  —  São  as  voltas  completas  que  o  cordão  dá  para 
urdir  uma  pinha,  isto  é  :  as  que  se  contam  sobre  uma  geratriz.  A 
fig.   (7)  tem  7  filaças  e  a  fig.  (11)  tem  também  7. 

Cada  volta  ou  filaça  d'uma  pinha  urdida  compôe-se  apenas  de 
um  cordão. 

N'uma  pinha  coberta  ou  cheia,  cada  filaça  compõe-se  de  mais 
tantas  voltas  de  cordão  parallelas  á  primeira  quantas  vezes  se  seguiu 
com  o  chicote  movei  pela  direita  do  fixo. 

6.  —  Gomos  —  São  na  base  da  pinha  as  partes  ah  fig.  (7)  e  (11) 
de  uma  filaça  que  ficam  comprehendidas  entre  as  filaças  anterior  e 
posterior. 
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7.  —  Notação  das  pinuas  —  Uma  pinha  pude  ser  definida  pelo 
seu    numero    de    filaças  F  e  gomos   G   de   uma    base :  representa-se 

por  um  quebrado  — ,  cujos  numerador  e  denominador  são  respectiva- 
mente aquelles  números,  ^e  lê-se  pinha  de  F  cora  G. 

8.  —  AuGMENTAK — E  deduzir  de  uma  pinha  urdida  e  não  coberta 
uma  outra,  augraentando  os  seus  números  de  filaças  e  gomos. 

Ha  dois  processos  de  augmentarem  as  pinhas,  pela  direita  ou  pela 
esquerda. 

Primeiro.  —  Segue-se  com  o  chicote  movei  parallelamente  ao  fixo 
e  pela  sua  direita  um  numero  de  voltas  n  adiante  determinado.  Nas 
bazes  cruzam-se  o  cordão  primittivo  e  o  chicote  movei,  passando  estes 
por  cima  fig.  (12)  ou  por  baixo  fig.  (8)  e  (9)  d'aquelle  conforme  pas- 
saram ambos  por  cima  ou  por  baixo  da  filaça  ff'  que  determinou  o 
gomo  antecedente. 

Em  seguida  o  chicote  movei  vae  separar  as  voltas  acompanhadas 
passando  entre  cada  dois  cordões  fig.  (11)  e  (12)  alternadamente  por 
cima  ou  por  baixo  das  filaças  porque  elles  passaram  pur  baixo  ou  por 
cima,  istoé:  formando  (íxadrezr). 

Segundo.  —  Segue-se  com  o  chicote  movei  por  baixo  e  pela  es- 
querda do  fixo  fig.  (Ifi).  Nas  bazes  cruzam-se  o  ccjrdào  primitivo  e  o 
chicote  movei,  passando  este  por  cima  ou  por  baixo  d'aquelie  confor- 
me passaram  ambos  por  baixo  ou  por  cima  da  filaça  que  determinou 
o  gomo  antecedente,  terminando-se  como  no  primeiro  processo,  fig.  (13). 


9.  —  Por  definição  sabemos  que  d'uma  pinha  se  urdem  outras  au- 
mentando os  seus  números  de  filaças  e  gomos.  Mostremos  como  am- 
bos augmentam  e  depois  que  ha  sempre  pinhas  susceptiveis  de  serem 
augmentadas. 

10.  —  Filaças  (^)  —  Sejam  f,  g,  F,  G^  os  números  de  filaças  e 
gomos   da   pinha    primitiva   e  díi   nova  e  n  um  numero  inteiro. 

O  numero  de  filaças  seguidas  é  : 

1 

n  H 

~    g 
conforme  vae  pela  direita  ou  pela  esquerda  do  chicote  fixo. 
O  numero  de  filaças  ou  voltas  que  separara  as  seguidas  ér 

_    1 
n  +  -„- 


(*)  É  resultado  da  observação  sobre  as  próprios  pinhas. 
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logo  o  uuuaero  total  cie  voltas  augmentadas  é : 

2n=F-f (1). 

Este  numero  n  é  importantíssimo,  pois  exprime  o  numero  de  fila- 
ças  ou  voltas  seguidas. 

11.  — Gomos  ( ^)  —  A  cada  filaça  da  pinha  de  —-  corresponde  um 
numero  de  gomos 

f 
acompanhando-a  n  voltas  pela  direita  ou  esquerda,  isto  é,  realmente: 

(n  +  -r^)    voltas, 
O  numero  de  gomos  acompanhados  é  : 

OU 

ng  ±  1  =  m  f (2) 

onde  m  é  um  numero  inteiro. 

Cada    gouio    seguido    produz   mais  dois,  na  separação  das  filaças 
seguidas,  logo  : 

2m  =  G  —  g (3) 

O  numero  m  é  também  muito  importante. 

12.  —  Só     DAO    ORIGEM  A    NOVAS    PINHAS  AS   QUE  TEEM  O  NUMERO 

DE  FILAÇAS  PRIMO  COM  O  DOS  GOMOS.  —  Na  formula  (2)  o  máximo 
divisor  coramum  entre  f  e  g  é  também  o  máximo  divis(jr  commum 
entre  gel,  logo/  e  g  sào  primos  entre  si.  Três  soluyões  são  exce- 
ptuadas : 

f=:0|=l)=l    ) 

13.  —  Toda  a  pinha  urdida  de  outra  pinha  tem  o  numero  de 
FILAÇAS  >Ri.vio  COM  u  DOS  GOMOS.   —  Equação  geral  das  pinhas. 

Das  formulas  (1)  e  (3)  deduz -se  : 

f  =  F  —  2n 
e  g  =  G  -  2m 

substituindo-se  era  (2)  tem-se : 

u  G  +   1  —  m  F (4 

que  mostra  ser  F  primo  com  G  (n.°  12). 


(')  É  resultado  da  observação  sobre  as  próprias  pinhas. 
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A  esta  equação  a  mais  importante  de  toda  a  theoria  das  pinhas 
dêmos  o  nome  de :  Equação  geral  das  pinhas  d'annel. 

Por    ser  F  primo  com  G  é  irreductivel  o  quebrado  representativo 

F 

de  uma  pinha  (n.°  7)  — . 

14.  —  Toda   a   finha   cujos   xumeros  de  filaças  e  gomos  sÃo 

SUPERIORES   A   2,  É  ORIGINARIA  d'0UTRA  PINHA  INFERIOR  E  SÓ  d'UMA. 
Tomemos  a  equação  geral  (4).    Demonstra-se  em  arithraetica  que 
sendo  F  e  G    primos  entre  si,  dividindo  por  G  o  producto  de  F  por 
todos  os  números  inferiores  a  G : 

1,2,3,  4,  D, (G-i), 

se  obteem  para  restos  estes  mesmos  números  em  qualquer  ordem. 

Como  o  signal  superior  equivale  ao  resto  -f-  Ij  o  inferior  equiva- 
lerá a  (G^  —  1).  Se  um  dos  factores  fôr  m  o  outro  será  (G  — m)  ( ^),  logo 
ha  sempre  só  duas  soluções  de  valores,  menores  que  F  e  G,  que  sa- 
tisfaçam á  equação,  uma  para  cada  signal. 

Como  deve  sempre  ser  (n.°^  10  e  11): 


^    ^ 

^áT 


e   m 


<^ 


só  uma  das  soluções  satisfaz  a  correspondente  a  um  dos  signaes. 

15.  —  Madres    theokicas.  —  Examinando    a    equação  geral  das 

pinhas  d'annel  (4),  vê-se  que  ha  3  pinhas  irreductiveis  e  perfeitamente 

theoricas  a  que  chamamos  : 

^       •  0         11 

madres  theoricas  —  — — ,    — ,    ~ 

que  dão  signaes  ás  pinhas  seguintes  : 


F    por 
Gr  impar 

F  impar 
G  impar 


_2_ 
3  ' 

T' 


5 
1 

b^ 

1  ' 
5 

T' 

3 


etc 


etc 


— .  .  etc. 

9 

9 
— .  .   etc. 

1 

9 
— .  .  etc. 

7 

7 
-— - . .   etc. 


•  F<G.  )   I    (a) 

•F>G.  j  I     (5) 

F<G  Theoricas  ...(c) 

F>GJ.     (á) 

f  s* 
f>g|    (.) 

F<Gr (j) 


0) 


FG  —  (nG  +  l)=FG  —  tnF 
(F  —  n)  G  —  1  =  (G  —  m)  F 
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F  impar 
G  par 


2  ' 
~2  ' 


F  <  G  Theoricas {g) 

F  >  G  Praticas {h) 


As   pinhas  de  1  filaça  são  theoricas,  todas  as  outras  são  praticas. 
Para    examinar  a  equação  geral,  resolve-se  como  indica  a  Nota  I. 
As    pinhas   praticas    deduzidas  directamente  das  madres  e  pinhas 
theoricas'  chamam- se  :  ,  /  • 


//. 


16.  — Madres  praticas.  — Coordenando-as,  teremos: 


De  2  íilaças 
De    1  gomo 


Pinhas  urdidas  de 


_2_  _2 

3  '  5  ' 

1  '  1  ' 
1 


2 

4 
» 
» 


_3^ 

5  ' 
d_ 

8  ' 
"li' 


2  ' 
b_ 

7  ' 

12' 

5 


2 

Te 

7 


17'     23 


M' 


22 
»    . 


30 


etc. 
etc. 


.  . .  (6) 


.  etc. 

.  etc. 

.  etc. 

.  etc. 

etc. 

» 
» 


5JD_L 
I 


+ 


(c) 


.(á) 


Pinhas  deduzidas  de  — 

1 
1 
»  »  —     .  .  . 

2 


4       '  ■ 

»   .  .  . 


4  '  8  ' 

7  '  13' 

8  5 

lÕ'  1?' 


12 

19 

26 
»   . 


etc. 
etc. 
etc. 
etc. 


è/0_j_ 
C/2 

-d  (M 


+ 

02  • 


.(«) 
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Resumindo  tem-se 


S  I  Todas  as  pinhas  de  2  fílaças (a) 

"S  j     B        »       »  »  1  gomo (6) 

00  i     »        »       »  »  2  eonios fc) 

1  ..           ,              ,              2S  +  1  ^^ 
R  I      »        »       »              que  satisfaçam  á  expressão r .  (de) 

Todas    as    pinhas    deduzidas    das    madres  praticas  são  praticas  e 
todas,  excepto  as  de  1  gomo  sào  symetricas. 

17.  —  Urdir  as  madres  praticas. 

2 

(a)  Pinhas  de  2  filaças.  —  A  pinha  de  -      acha-se    indicada    na 

2  _  ,2 

fig.  (1).  A  de  —    fig.  (15)  obtem-se  torcendo  as  2  Hlaças  de  —    uma 

2 
vez.    A  de  — ,  torcendo  2  vezes. 
5 

2 

Em  geral  a  pinha  de  — —  urde-se    torcendo    S  vezes  as  íilaças 

2o  -\-  1 

de   —  e  terminando-a  como  esta  pinha. 

(b)  Pinhas    de  1  gomo.  —  Acham-se  indicadas    nas  íig.   (1),  (2)  e 
(3),  não  necessitam  explicações. 

(c)  Pinhas  de  2  gomos.  —  Serie  (c)  do  n.°  16. 

3  5  . 

A  de  ^ —  vae  indicada  na  fig.  (4).  A  de  — ,  na  fig.  (5). 

A  de  ~  obtem-se  formando  — r — =  3  voltas  parallelas  e  eguaes 
2  2 

3  5 

a  aj,  ag,  aj,  fig.  (6)  e  terminando-a  como  se  fosse  de  — -    ou  de  —  fig. 

(7).  A  de-—,  formando  ^=4   voltas    eguaes    e  parallelas  a  ai, 

3         5         7 

(contando  esta)  e  terminando-a  como  as  de  — ,    -~  e  —. 

Era  geral    — — obtem-se  formando  S  voltas  eguaes  e  paralle- 

^  ,      3 

las    a    a,,  fig.    (6)    (contando   esta)   e    terminando-a    como  as  de  — ^ 

— .  . .  iá  indicadas. 

2  ^ 
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(d)  Pinhas  da  forma ; ; .  —    Obtêm-sc    cu  mo    as 

*-   ^  ''  mult  (2  6' 4-  ÍJ-}-2 


2S  +  1        j      j  ,         j  , 
,    dando   voltas  de  annel. 


Assim  a  pinha  de  —-  principia-se  como  a  de    —    úg.    (6)   até  dar 

9 1 

as- — i —   ==  3  voltas  eguaes  e  parallelas  a^  a,,  a3,  em  seguida  passa-se 

a  volta  b  por  baixo  das  3  voltas  e  o  chicote  movei  passando  por  cima 
d'ellas  vae  enfiar  u'aquella  debaixo  para  cima,  voltando  por  cima  a 
enfiar  á  direita,  como  no  principio,  em  b,  d'esta  f(')rma  fica  uma  figura 
semelhante    á   fig.    (G)  com  mais  uma  volta  d'annel.    Termina-se  em 

7 
seguida  como  a  de  —   acompanhando   sempre  a   separação  das  3  vol- 
tas  e    attendendo   aos   gomos   nas  extremidades,  para  o  que  se  deve 
passar   sempre  a   filaça  da  direita,    das   que   queremos   separar   (pri- 
meiro ai,  depois  ag),  por  baixo  das  outras. 

A  figura  seria  complicada  e  nada  explicaria,  o  melhor  será  come- 
çar por  urdir   -—,    ~  e  depois  — . 

7 
A  de    —  urde-se  dando  2  voltas  d'annel. 

Em  geral  a  pinha  de urde-se    começando    pela 

^  ^  mult  {2S  -f  1)  +  2  ^  ^ 

2S  —I-  1 
de  — — j  dando   um  numero  de  voltas  d'annel  egual  a  mult  e  ter- 
minando como  se  fosse  esta  pinha,  notando  o  que  se  disse  para  a  ter- 

minaçao  de  — . 

A    pinha    madre    geral    d'este    grupo:  deduz-se  da  theorica      -p, 
^  -j     A  mult 

como    indica    o    quadro    (d)  do  numero  16,  onde  o  numero  de  gomos 

representa  o  de  voltas  d'annel. 

o  Cf  _l_  1 

(e)  Pinhas  da  forma   — - — ^ — .  —  Serie  (e)  do  n.°  16. 

^  '  -^  mult  (2S  -\-l)  —  2  ^  ' 

7 
A    pinha    de  —  urde-se  como  segue  : 
5 

7 
Coraeça-se  a  pinha  de  -—  ficando    as   voltas   ai,    82   e   aj,    da   es- 
querda para  a  direita  fig.  (14),  o  chicote  movei  vae  separar  estas  vol- 
tas começando  entre  aj,  a^,  e  aj,  depois  entre  &.^  e  Hy 

Deve  ter-se  attenção  a  que  no  fim  dos  gomos  desde  a  esquerda  se 
passa  a  volta  a^,  que  fica  só  por  baixo  das  outras  aj,  a^,  em  seguida 
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ao  separar-se  a,  de  sl^  passa-se  a^  por  debaixo  de  a^,  do  mesmo  modo 
que  se  passou  a,  por  baixo  de  a^  e  a^ 

7  7 

A  pinha  de  -r^  obtem-se  dando  1  volta  d'annel  a  -^  antes  da  se- 
paração das  voltas  aj,  a^,  a^. 

28  -t-  1 
Em  geral  a  pinha  de  .    /oo Xi\ 9    ^^'de-se   fazendo  F  voltas 

eguaes  a  a^  &.^,  aj  ....  e  dando  um  numero  de  voltas  d'annel  egual 
a  (mult  —  1).  A  separação  começa  da  esquerda  para  a  direita  :  aj  de 
ag,  aj  .  .  . ,  passando  aj  por  debaixo  das  outras  na  esquerda  e  direita, 
depois    de    principiar    a   separação.    Em   seguida   faz-se   o  mesmo  a 

dn         •     •      •    4        ti  LU* 

.  1  .        . 

Esta  pinha  deduz-se  da  theorica  - — r— ,  como  indica  o  quadro  (e) 

do  n.°  16,  onde  o  numero  de  gomos  representa  o  de  voltas  d'annel 
menos  1. 

18.  —  Pinhas  deduzidas  das  madres  praticas. 

Demonstra- se  em  arithmetica  que  sendo  F  e  G  primos  entre  si, 
os  restos  que  se  obteem,  dividindo  por  G  o  producto  de  F  por  cada 
um  dos  termos  consecutivos  de  uma  progressão  arithmetica  cuja  razão 
é  G,  reproduzem-se  de  F  em  F  divisões. 

Assim,  conclue-se  pelo  que  acabamos  de  indicar  e  pelo  n.°  13  que 
todos  os  valores  de  n  e  to  que  satisfaçam  á  equação  geral  (4) : 

n  G  +l  =  mF 

são  representados  para  todos  os  signaes  -]-  ou  para  todos  os  —  por  : 

[  n  =  n'  +  rF  )  .k  . 

=J=  (m  =  m'  +  rG  i ^^ 

e  para  todos  os  —  ou  para  todos  os  -|-  por : 

,n=(F-n')+rF,  g 

j:(m=(G  — m')+rG( ^^ 

onde  r  é  uma  variável  que  pode  tomar  todos  os  valores  inteiros  desde 

F  C 

O  e  n'  <  -^ ,  m'  ■<  -^  os  primeiros  e  menores  valores  de  n  e  on  cor- 

respondentes  a  r  =0. 

Todas  as  pinhas  deduzidas  da  madre  pratica  -^  correspondem  ás 

soluções  (5)  e  (6).  Os  seus  números  de  filaças  e  gomos  são  represen- 
tados por  (1)  e  (2) : 
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19. — Pinhas  deduzidas  de  qualquer  pinha. 

Representando  por  -p-  "'na    pinha    qualquer  não  madre,  todas  as 

pinhas  a  que  dá  origem  correspondem  ás  soluções  (5)  e  (6),  os  seus 
números  de  filaças  e  gomos  sendo  indicados  por  (7). 

20.  —  Ramos  de  madres.  —  De  uma  qualquer  madre /^deduz-se 

■pi 

uma  pinha  -^  dando  unem  uma  das  soluções  (õ)  e  (6),  esta  pinha 

' 
tem  uma  solução :  a  menor  n'  e  m'  egual  á  solução    que   lhe  deu  ori- 

■pi 

gem  e  tratada  por  ella  origina  uma  nova  pinha    ^^  cuja  menor  solu- 

ção  é  também  a  antecedente,  tratada  por  ella  dá  --?r~)  e  assim  indefi- 

nidamente.  De  forma  que  uma  madre  dá  origem  a  vários  ramos  de 
pinhas  e  cada  um  correspondente  a  uma  das  soluções  (5)  e  (6). 

Cada  valor  de  r  indica  um  ramo  da  madre.  Os  dois  correspon- 
dentes a  r  ==  O  chamam-se  naturaes  (^),  os  outros  seguem  a  ordem 
natural  dos  números. 

O  ramo  é  direito  ou  esquerdo  conforme  se  tomar  o  signal  -}-  ou  — 
na  equação  gerai  (4). 

Exemplo  1.  —  Seja  a  madre  de  —r^ 


15  =  13  +  2 

(1 
6  =  m' 

13=    6.2  +  1 

(7  =  n' 

ESQUERDO 

DIREITO 

Ramo  natural  r  r=  0.  —       "  „ 
(  ra  =  6 

^    (7 

10                         1            in  =22 

Í.°  ramo  r  =  1.  —            .„ 

(  m=  19 

,23 
^(20 

2.°ramor  =  2.-!'^^?I 
(  in  =  32 

,    (  38 
•    Í33 

etc. 


(')   As  pinhas  de   1  gomo  teem  apenas  um  natural,  correspondente  a  m  =  í, 
a  solução  m  =  O  serve  somente  para  obter  as  soluções  superiores  a  m  =  /  por  (5) 

e  (6). 
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Pinhas  dos  ramos  da  madre 
/  29 


Ramo  natural « 


1."  ramo 


2.°  ramo 


dir. 


esq. 
dir. 


2õ 
3t 

27 


59 
51 


I  ^"'-    -|y 


89_ 
77 
91^ 

7"tr 


15 
13 


43 

~3l^ etc. 

45 

39     " 

103 

"89^ * 

107 

93^ " 

1(Í3 

TÍT " 

1G7 

145    " 


Exemplo  2.  —  Seja  a  madre  — ;^- 


5  =  2.24-1      - 


\  l  =  ii' 
(  2=m' 


ESQUERDO 


Ramo  natural  r  =  0. 


\  n  =  l 


DIREITO 
^(3 


1.°  ramo 


r=l.— 


=  7 


etc. 


Pinhas  dos  ramos  da  madre 


+ 


Ramo  natural 


1.°  ramo 


4  6 

esq.   -ip,  -^3- etc. 

,.4  6 

^"'-  ^iF'  TT » 

8  14 

^^^-  -1^'  T6- ' 

,.  8  14 


etc. 
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21.  —  Ramos  de  qualquer  pinha.  —  Cada  pinha  -^  dá  origem 

a  uma  serie  de  novas  pinhas  (n.°  19),  raciocinando  pois  como  no  nu- 
mero antecedente  conclue-se  que  tambera  dá  origem  a  uma  serie  de 
ramos  direitos  e  esquerdos. 

Tem  só  um  ramo  natural,  correspondente  a  r  =  O  e  a 


\n  =F  — n' 
(m  =  G  —  m' 


direito    ou   esquerdo    conforme    esta   solução    estiver    affectada  do  si- 
gnal  -\-  ou  — ,  porque  a  solução 


de  menores  valores,  que  daria  o  outro  ramo,  corresponde  a  um  ramo 
esquerdo  ou  direito  de  uma  outra  pinha,  que  é  a  origem  do  ramo  de 

que  — p-  faz  parte. 

Todos  os  outros  seguem  a  ordem  natural  dos  números  e  corres- 
pondem a.  r=  1,  2,  3,   ....  etc,  e  ás  soluções  (5)  e  (6). 

5  3 

Exemplo  3.  —  Seja  a  pinha  —r—  (deduzida    de  —^  )  : 


5  =  4  +  1          -f- 

ESQUERDO 

DIREITO 

Ramo  natural  r  = 

=  í^.  — jm  =  3 

-\-  j  não  ha 

1.**  ramo  r  =  l 

—     m  =  7 

—  etc.  — 


Pinhas  dos  ramos  das  pinhas 
Ramo  natural 


4    • 
13 

dir.     — 


1.°  ramo 


23 
esq.  -^ 

dir.    -^ 


21 
16 


41 
32 
29 
24 


29 
-22" ^*" 

—  ,   nào  ha. 

59 

46    

41 

34 


—  etc. 
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22.  —  Pinhas  gkraes  dos  ramos. 

N'um  ramo  as  filaças  e  gomos  da  origem  e  das  pinhas  que  o  com- 
põem : 

Fo        •  F,        F2  Fs 

Go    ^"g^^-^'   ^'    -i7 '''- 

estão  em  progressões  arithmeticas  crescentes  cujas  razões  são  respe- 
ctivamente 2n  e  2m,  como  facihueute  se  observa. 

Para  a  pinha  de  -^    será : 


Fs=Fo-f  2ns   ) 

Gs  =Go+2in8  í 

A  pinha  origem  do  ramo  deduz-se  do  -^  por  : 

Fo  =  Fs  —  2ns    ) 
Go  =  Gs  — 2ms  \ 

O  valor  de  s  será  dado  por: 

Fs  —  2 


(8) 


(9) 


2n 


=  s+ (10) 


onde  empregamos  sempre  o  signal  -]-.  Subtrahimos  2  a  i^s  para  evitar 
a  introducção  das  pinhas  theoricas  como  origem  dos  ramos  práticos. 

TP  FF 

x\ssim  tendo  a  pinha  ~~  e  querendo  -7^  urde-se  -~-  d'aquella ; 

em  seguida  -^   de  -^ ,    -7^  de  -^  etc.  ...  d  ahi  -^.    A  pinha 
G2  Gi  '      G3  G,  ^B  '■ 

F  F    ~ 

-~  é  a  de  ordem  s  deduzida  de  -7^. 

Gs  urp 

D'aqui  a  grande  importância  de  s. 
Exemplo  4.  —  Seja  o  ramo  : 


Fo 

7         13        19 

3    '      5    '      7    ' 

25        31           Fs 
9    '     11    ~    Gs 

onde  é              -|- 

j  n  =  3 
(  m=l. 

Será 

31—2           29 

2X3             6 

=  4  -f  . .  . .   ou  s  =  4, 

A  pinha  -^^ 

é  a  4.^  do  ramo 

>  de  que  -5—  é  origem 

e 

Fo  =  31- 

_  4  X  G  =  7 

Go=ll- 

-  4  X  2  =-  3. 

Fo 
Go 

-TT—  a  origem. 

0 
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E'  de  notar  que  também  a  sorama  ou  differença  das  filaças  e  go- 
mos da  pinha  origem  e  das  que  compõem  um  ramo  estão  em  progres- 
sões arithmeticas  crescentes  cuja  razào  é  2  (ri  +  m). 

23.  —  Determinar  os  valores  de   n  e  m  para  a  pinha  -7^ 

origem  de  um  ramo,  conhecendo  os  seus  valores  para  a  pinha 

■p 
DE    -rr-  d'esTE  RAMO. 

Sejam  n'^  e  m'^  os  menores  valores  de  n  e  m  para  a  pinha  -^r- 
correspondentes  a  +.  F.stes  valores  sao  uma  das  soluções  da  pi- 
nha — ^. 

Eis  como  d'elles  se  determinam  os  menores  n'  e  m'  d'esta  pinha  e 
portanto  todos  os  outros  por  (5)  e  (6). 

Substituindo  n'estas  formulas  n  e  m  por  n' ^  e  in's  vem: 

'  =  n',   -rFo  (  n'-=(r  +  l)Fo— n's 

'  — m',  — rGo  ~(m'=(r  +  l)Go-ni's 

pelas  quaes  se  obtém,  n'  <  —^  e  m'  <  — -^  e   r.    O    signal  -f-  indica 

que  a  solução  tem  o  mesmo  signal  que  n's,  m's  e  o  signal  —  indica 
que  tem  o  signal  contrario. 


Exemplo  5.  —  Seja 

J 
101    ^"'"  ^  ^ '     (m's       17 


Fs  120  1    .     I     (  n's  =  19 

-Q—  =  -zr^  para  a  qual  e  -f- 


IIS 

=  04- ou  s 


2X19 

Fo  =  120  —  3  X  38  =.  6 

Go=  101— 3X32  =  5 

Fq     ^      6_ 

Gq  5 

n'=19  —  3X6=-1  |, 
m'  =  16  —  3  X  5  =  1  í  "^ 
r  =  3. 

A.  pinha  de  --^—  é  a  3.^  do  3.°  ramo  direito  de  -^. 

Posto  isto  façamos  o 

24.  Estudo  de  qualquer  pinha. 

Vamos  indicar  o  processo  de  urdiçào  de  uma  pinha  qualquer,  isto 
é,  vamos   achar  a  madre  por  onde  se  começa;  d'esta  madre  passa-se 
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a  uma  pinha  de  um  dos  seus  ramos  e  que  dá  origem  a  outro  ramo  a 

que  pertence  outra  pinha,  origem  de  um  outro  ramo,  ete até 

chegarmos  a  um  ramo  que  contenha  a  pinha  desesjada. 

Suppunhamos  que  queremos  urdir  a  pinha  -?t- ,  primeiro  devemos 

saber  se  realmente  é  pinha,  para  o  que  deve  ser  Fg  primo  com  G^  o 

que    facilmente   se  observa  fazendo  a  divisão  do  maior  pelo  meuor, 

d'este  pelo  resto  e  assim  até  se  chegar  a  um  resto  eguai  a  +  1  ou  O, 

no  primeiro  caso  são  primos  e  no  segundo  não  o  são. 

Appliquemos-lhe   era   seguida   a   equação   geral   das   pinhas  d'an- 

nel  (4)  e  achemos  os  menores  valores  n's  e  m'B  (Nota  i). 

■pi 

Pelo  n.°  22  conclue-se   ser  a  pinha  s  de  um  ramo  de  pinha  -tt^. 

pt 

Para   esta  determinamos   n'^   e  m'^  e  o  ramo  a  que  pertence  -~ 

urs 

como  indica  o  n.°  antecedente. 

Conhecidos  n'o  e  m'o  applica-se  a  -p^  o  que  indicam  os  n.°^  22  e 

23  e  concluimos  ser  a  pinha  tal  de  tal  ramo,  cuja  origem  é  uma  outra 
pinha,  e  assim  por  diante  até  se  encontrar  uma  origem  que  seja  ma- 
dre pratica. 

Uns  exemplos  esclarecerão  a  questão. 

120 
Exemplo  6.  —  Urdir  a  pinha  de  -^. 

A  equação  geral  (Nota  i)  dá : 

120=^-3  4-37  (    4  ) 

83  =  37X   2  +  9       9  =  m/  H- 
37  =    9  X    4  4-  l  (  13  ==  n'    ) 

CALCULO  DE  S  CALCULO  DA  PINHA  OKIGEM 

120—2  ,    ,  .  120  —  4X26  16 

=  4  +  .  .  .  ,  ou  s  ==  4 


2  X 13     —^^ ^yx^  —  -^  83—4X18     "    11* 

CALCULO  DO  RAMO 

,    í  13  =  16  — 3  n'  =  3  )  _ 

-r       9  =  11  — 2  m'  =  2   i 

-^vT-  é  a  4.^*  pinha  do  ramo  natural  direito  de  -^ 
Vejamos  -yr- : 

-g-=2+.  .  .  ous==2  11-8    =="r 
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a  ==  4  -  1  \  n'  ^  1 

2  =  3  —  1  ^"Jm'=l 


-^  é  a  2.*  pinha  do  ramo  natural  esquerdo  de  -g-. 


11 
Vejamos  — rr— : 

2    _^_  _4-2 2_        ,1  1  =  2-1 

"2"  ~  3  —  2    ""     1         "^  I  1  =  s. 

2 
é  a  1.^  pinha  do  ramo  natural  direito  da  madre  pratica  ^-. 

Resumindo  temos: 

2 
Urde-se  a  madre  pratica  . 

Passa-se  a  — ^—  acompanhando  s  voltas  pela  direita      (-]-)    -^. 

»         a  -p7-  »  o       P         »     esquerda  ( — )    — g-. 

»         a  -g-  »  13      »         »     direita      (+)    -jp- 

Os  números  de  voltas  são  os  valores  de  n'  com  os  respectivos  si- 
gnaes.  (n'  refere-se  á  pinha  de  ordem  s,  no  ramo  de  origem  0). 

Podem  contar-se  as  filaças  depois  de  cada  nova  pinha  urdida  sendo 
sufficiente  o  resumo  que  fizemos,  ou  não  contíir  e  attender  ao  valor 
de  s  o  que  na  pratica  está  mais  sujeito  a  erros. 

Assim  : 

4      ,  2 

-TT-  é  a  1,*  deduzida  de  — —  acompanhada  -\-  1  volta 

-j7-  e  a  2.*         »  »    — —  »  —  o      » 

120    ,.  a  16  lio 

oo  11 


Exemplo  7. 


63 
44 


63  =  44  +  19  )    3 

44  =  19X    2  +  6       7  =  m'|  ^ 

19=    6X    3  +  1     10  =  n'  i    ' 

6^         "•    '  s  =  3 é  a  3.*  a  contar  de  -^r—  acom- 
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panhada  +  10  voltas 


10  =  3X3  +  1   )     ,    , 

7  =  3X2  +  1   )  ^^' 


E'  do  3.°  ramo  da  madre  pratica—^ 
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Exemplo  8. ^r-. 

25  =  8X3+1      IIZÍ',- 

^-. 

E'  a  3.^  deduzida  de  -~  (madre  pratica)  acompanhada  —  1  vol- 
tas. 

E'  do  ramo  natural  esquerdo  d'esta  madre. 

—  A  taboa  1  poupa  os  cálculos  para  as  pinhas  de  6*  a  20  íilaças 
e  de  O  a  26*  gomos,  n'ella  se  obtém  a  ordem  do  ramo  da  pinha  que 
lhe  deu  origem  e  o  numero  de  voltas  de  que  é  necessário  augmentar 
esta  pinha. 

—  A  taboa  2  indica  o  numero  de  voltas  que  uma  pinha  de  O  a.  20 
filaças  e  O  ã,  20  gomos  pode  ser  acompanhada.  O  signal  (»)  indica 
que  não  existe  pinha  correspondente  e  o  signal  (  — )  indica  que  não 
levamos  o  estudo  alem  do  numero  de  voltas  que  lhe  corresponde. 

24.  —  Mais  algumas  propriedades  das  pinhas. 

Se  forem    a    e   P  os  valores   de    n   e   m   correspondentes   aos  si- 

gnaes  +  de-T:^-,  os  valores  de  n  e  7ii  para  : 

1.°  -^r — TT  são  representados  por      ~*  para  os  signaes  Ijl 

o  o  ^  n  =  a  )  . 

Z.°     ^   ,   ^  -  por  ,    „  ( para  os  mesmos  siffiiaes + 

F-j-G-^  m  =  a-|-pr  °  — 

S.     p;;" — ■  por  „ —     5  para  os  mesmos  3iguaes  + 

4.°   -pi — r-TT-   por  /  ,        para  os  mesmos  signaes + 

_-G  — F  n=p  — a)  .  — 

5. >^ por  „  ipara  os  signaes  -4- 

G         ^  m  =  p         r 

O  que  facilmente  se  demonstraria. 

NOTA  I 

Resolução  da  equação    nG+l-=^mF. 

Demonstra-se  em  arithmetica  que  ha  uma  só  solução,  para  cada 
signal,  de  valores  n  e  vi  inferiores  a  i''  e  Ge  que  se  a  um  dos  signaes 

P  G 

corresponde  n  =  a<-^,  ™  =  P^"~õ"  corresponde  ao  outro. 
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As  soluções  superiores  a.  F  e  G  sà,o  (n.*^  17) : 

((F-a)-f  F),  ((G-P)+  G) 
((F_a)+2F),  ((G-p)+2G) 
((F_a)+3F),    ((G_p)+3G) 


(«  +  F),(P  +  G) 
(a-|-2F,!,(p  +  2G) 
(a-L2F),(P  +  3G) 


+ 


+  rF), 


rG) 


;(F    -a)  +  rF),    ((G_p)  +  rG) 


Ha  dois  casos  a  considerar  F  ^  G 


Seja: 


< 

1."   caso   F  >  G 


F  =  G  p    +  Gi 
G  =  Gi  p,  +  G2 

Gi=G2P2+G3 


n) 


G"(s— 1)  =  Gts  Ps  -f-  Gr(-g-|-i) 

Gts  =  Gr(s+i)  P(s4-l)  ±1 (2) 

Eliminando  Gi,  G2,  G3.  .  .  G(s   d  entre  estas  igualdades  teremos 


s  impar 

Gts  ^  Gr(s-4-i)  .  t(s_|_i)  -j-  ]  ^ 

t(s+i)-  Gr(s-i)  =  Gts.  (t,-s-(^i)  ps  +  1)  +  1 
tg    .    G(s_2)  =  G(s_i;  .   (ts  P(s-l)    +  t(s_^i))   +   1 


t(.+2    =  1 

t(s-^l)  =  P(s-t-l) 

ts  =  Ps  t(s-^-l)  -f-  1 

t(s— 1)=P(S— l)ts  "l~t(3--|-l) 


ts  .  Gi  =  G2  (ta  P2  +  t4  )  ±  1 

t2  .  G    =^  G,   (t2  pi  +  t3  )    +    1 


I  t2   =  P2  ts  +  U 
ti  =  Pi  t2  4-  ts 


ti  .  F    =  G.  (íi  p   -f  t2  )  ±  1  —  tG  +  1   i  t    =  p  ti  _L  ta 

i 

D'onde  se  conclue  ser  : 

n  =  t 
m  =  tj 

tomando  na  equação  geral  o  mesmo  signal  que  o  do  segundo  membro 
da  egualdade  (2). 
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s  par,  será : 

tj  Gi  =  G2  (t3  p2  + 14)  +  1 

t2  G  =  G,  (t2  pi  +  t3)±  1         _ 

tj  F  =  G  ít,  p  -[-  tg)  -f-  1  =  tG  +  1 

D'onde  se  conelue  ser 

n  =  t 
m  =  ti 

tomando-se  na  equação  geral  o  signal  contrario  ao  do  segundo  mem- 
bro da  egualdade  (2). 

2.»  caso  F  <  G 

Substituindo  F  por  G  na  egualdade  (1)  e  fazendo  racciocinios  aná- 
logos aos  anteriores  conclue-se  ser  sempre  : 

n  =:  tj 
m  =  t 

Sendo  s  impar  esta  solução  corresponde  ao  signal  da  equação  ge- 
ral contrario  ao  do  segundo  membro  de  F^  e  sendo  s  par  corresponde 
ao  mesmo  signal. 

Exemplo  1.  —  F>  G  e  s  par. 

n.  29  +  1  =  1X1.  99 


(t,  =  l 

^t3  =  2 

'  t,  =  5 

í  99  =  29  X  3  +  12 

j  29  =  12X2+    5 

4 

J  12  =    5X2+   2 

iti  =  12 
'  t  =41 

(    5=    2X2+    1 

— 

n  =  41 
m  =  12 

+ 

i  n  =  õ8 
(  m  =  17 

Exemplo  2. 


Soluções  superiores  a  F  e  G 
l  n  =  41  +  r  .  99       ,    1  n  =  Õ8  ■ 


'  m  =  12  +  r.29 
Fy>  G,  s  impar. 


+ 


99 


m  =  17  +  r.29 


s  =  3 


n  =  19  +  l=mX90 

t3=     1 

90=19X4  +  14 

t,=    3 

19  =  14X1+    5 

ti=    4 

14=    5X3—    1 

t  =19 

n  =  19 

+ 

^  n  =  71 

m  =    4 

!  m  =  15 

2Õ 


Soluções  superiores 


(  n  =  19  +  r  .  90  l  n  =  71  +  r  .  90 

(  rn  =    4  +  r  .  19  +  (  m  =  15  +  r  .  17 


Uxemplo  3.  —  F<G,  s  par. 

n  .  17  +  1  =  in  .  5 


17  =  5X3  +  2 
'-''   ^    5  =  2X2+1 
n  =  2 

m  =  7 


t,= 

1 

t,= 

:2       1 

(t  = 

7   (■ 

1   n  = 

:     3 

1  m  = 

=  10 

Soluções    superiores  : 


,     (  2  +  r  .  5 

"^   )  7+r.]7 

Exemplo  4.  —  F  <C  G,  s  impar. 

n  .  67  +  1  =  m  .  52 

í  67  =  52  X  1  +  15 

8  =  3      52=  15x3+    7 
(  15  =    7X2+    1 

_  (  n  =  7 
m  =  9 


+ 


í 

3+r. 

10 +  r, 

5 
,17 

t3 

=  1 

ti 
t 

=  2 

=  7/ 
=  9Í 

- 

1  " 

=  45 

1  =  58. 

Soluções  superiores  : 

\7  +  r.52  U5  +  r.52 

/;:t  +  r.67  ~*"    58  +  r.67. 
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TABOA  I 

PINHA 
DE  |COM 

F  i  G 

a 

-a 

i 

<                    1  ACOMP. 
^            DE  ;VOLTAS 

Q                                   , 

;                   1 

1 

1                   1 
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